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ع في تفريللاختيار المتغير ذو الكسر الأكبر أو الأصغر كأساس 

 طريقة التفريع والتحديد
 

إن معظم مشاكل البرمجة الخطية الواقعية تحتوي قيم حلها )متغيراتها  —لملخصا
(، وفي العديد Non-integer( على كسووووور )Decision Variablesالقرارية 

من الحالات الاقتصووادية والفياياةية يكون اذا الأمر رير مقطقي، فمً غ رير مقبول 
طوووواةرت، وتطعوووود طريقووووة التفريع والتحووووديوووود  5.67و إقتووووا  أن يكون الحوووول ا

(Branch and Bound Method من )ام الطرق المسوووووووتخدمة في تحديد أ
 اذه الطريقةوتطعقى اذه الورقة بدراسووووووووة  .(Integerالحل الأمًل الصوووووووحي  )

(B&B وتحديداغ دراسوووووة الاخت ا القاةم بين البطحام والم لفين في عملية تفريع )
المشوووووكلة الرةيسوووووية إلى مشووووواكل فرعية، وكيفية تحديد المتغير الذي تتم )تجاةة( 

(، Integer) على أسووواسوووة عملية التفريع بهدا الوصوووول للحل الأمًل الصوووحي 
ن عملية التفريع تتم على أسووووووواس المتغير الذي يحتوي على أفيرى بعض البحام 

غ خر مقهم لا يرى فرقلآالكسووووور الأكبر، والبعض ا  .ي من المتغيراتفي اسوووووتخدام أ ا
والجدير بالذكر اقا او أن ك  الفريقين لم يذكروا التحلي ت المقطقية والأدلة التي 

دراسووووة اذه المشووووكلة والغوة في  لية عمل تهدا اذه الورقة لت يد قظريتهم، و
تجاةة المشوووووكلة الرةيسوووووية إلى  لمقهج التحليلي فيباع اات( بB&Bاذه الطريقة )

ة يمكن أقتبين ب الطريقة البياقية. ارات التفريع باسووتخداممشوواكل فرعية وتتبع مسوو
الوصووول للحل الأمًل الصووحي  باختيار أي من المتغيرين، إلا أقة ليس بالةوورورت 
الوصوووول للحل الأمًل بقفس عدد عمليات التفريع )المشووواكل الفرعية(، فقد يختلا 

غ عدد عمليات التفريع باخت ا المتغير المسوووتخدم في عملية التف ريع، وتمكقا أيةوووا
 من تقديم التحلي ت المقطقية والأدلة التي ت يد صحة اذه التحلي ت.

 
 . Non-integer،التحديد البرمجة، الخطية، التفريع،: الكلمات المفتاحية

 

 المقدمة .1

إن عملية اتخاد القرار ملازمة للإنسااااااان منه نيااااااعتي حين كان عليي  ن     
راتااي  ي الااادايااة تعتمااد عل  الحااد  يقرر  ين وكيف يعيش، وكاااناات قرا

والتخمين المعتمد عل  الخارة والقدرات اليااااخ ااااية، مل نهور المننمات 
 ااااحت عملية  الكايرة تغيرت طايعة وحجم ودرجة تعقيد ههه الميااااكو، و

سااااساااي  ي العملية ا،دارية، و ااااحت هنا  الأاتخاد القرارات هي الركن 
م مل طايعة الميااااااكو ءية تتلااااااارورة حتمية لنهور  سااااااليم ونماه  كم
ههه القرارات، وكان  وو  لاتخاهودرجة تعقدها تعتمد عل   سااااااا  علمية 

 وعُر ت ااسم احون العمليات ور لههه الأساليم  ي القرن المااي،ـااااااانه
(Operational Research (OR)). 

أ هو  سااااالوم الارمجة الخطية ومن  هم ههه الأسااااااليم و     كثرها يااااايوعا
((Linear Programming (LP) وهو  سلوم يعُن  ا ياغة المياكو ،

الواقعية التي تكون العلاقة اين متغيراتها علاقة خطية وواااااعها  ي يااااكو 
نموه  ريااااااااي هدالة هدف وقيود عل  يااااااكو معادلات خطية ، ونهرت 

 عدة طرق ريااية يمكن استخدامها  ي حو ههه النماه ، ومن  هم ههه 
 
 
 
 
 
 
 
 

ن نتائج  والجدير االهكر هنا هو . (Simplex Method) الطرق طريقة
الحو لههه النماه  عادةأ ما تحتوي عل  قيم غير  ااااااحيحة هكساااااار  و عدد 

 Decision) ن قيم المتغيرات القرارية للميااكلة  ااحيو وكساار ، امعن  
Variables) و ي العديد من الحالات الاقت اااااااادية اكساااااااورأ  تتاااااااامن ،

ية يكون هها الأمر غير منطقي،  مثلاأ من غير المنطقي  ن يكون  والفيزيائ
  4.7هو انتا  ه (Boeing) نتاجي الأمثو لم نل انتا  طائراتالمزيج ا،

وتجدر ا،ياااااااارة هنا  .747  طائرة من نوع 8.5وه 727طائرة من نوع 
ي  ي ههه الحالة لا يمكن اساااااااتخدام عملية التقريم الاعتيادية،  مثلاأ  نإل  

، قد يكون 747  طـائرات من نوع 9و ه 727  طائرات من نوع 5إنتا  ه
 Infeasible) ني حو غير ممكن خار  ا،مكانيات المتـااااااااااااااااحة امعن  

Solution) قد يكون خار  ا،مكانيات 4،  9   و ه5،  8ه ن انتا  ، كما  
أ، وإن كان غير هل   لي  االاااارورة  ن يمثو هها الحو  المتـاااااااااااحة  يااااا

ن ههه الحلوو قد تكون  خر  ة، امعن  احـاااااالأمثو للموارد المت غلاوـاااااالاست
نهاااا لي   ، إلا (Feasible Region) داخاااو منطقاااة الحلوو الممكناااة
للميكلة  ي  (Optimal Solution)     االارورة  ن تكون الحو الأمثو

،  الحو الأمثو (Integer Programming) حالة ارمجة العدد ال حيو
، كعن يكـااااااون الحو الاعتياديةم  ي ههه قد يكون اعيد جداأ عن عملية التقري

 . 1، 11الأمثو مثلاأ ه
ة ـلــهه الميكــالجة هـها لمعـن استخدامـة يمكــريقــن طـر مـ كث دـوجـت    

هم هاااهه الطرق هي طريقاااة التفريل والتحااادياااد  هعملياااة التقريااام ، ومن 
(Branch and Bound Method) والتي تعتمااد عل  عمليااة تفريل ،

(Branched) كلة الرئيسية إل  عدة مياكو  رعية، وهل  عن طريق المي
وتحديداأ عل   حد القيود الهي يتم احتياره ميااااكلة عل  الإاااااا ة قيود معينة 

لتكون حلوو الميااااكو الفرعية ههه حلوو  اااحيحة  التفريل، كعساااا  لعملية
  الها،  واختيار، ثم تتم المفاالة اينها (Integer)لا تحتوي عل  كسور 

 .الحو الأمثو ال حيو للميكلة الرئيسية ليكون هو
تحديد  ي من من حين ننر اين المؤلفين  ي وجهات الويوجد اختلاف     

سا   ي عملية التفريل،  ستخدامها كع تهدف ههه الورقة المتغيرات الواجم ا
مل تقديم التحليلات  ال ااحيحة،تحديد وجهة الننر وجهات الننر المختلفة و

لخيار المناسااااااام  ي تفريل الميااااااااكو، وتعزيزها اعدلة المنطقية التي تؤيد ا
عة هده  ناساااااااام مل طاي لهي يت ااع المنهج التحليلي ا واراهين عن طريق  ت
الدراساااة، وتواااايو ملية عملها مل تتاعها االطريقة الايانية اهدف الو اااوو 

 .إل  نتائج جيدة ومراية تحقق  هداف الدراسة
 

 ميكلة الدراسة .2

 (B&B) لطريقة الحو  ي طريقة التفريل والتحديد إن الفكرة الأساااسااية    
تجزئة الميااااكلة الأ اااالية إل  عدة مياااااكو  رعية، تاد  ههه العملية اتجزئة 
المياااكلة الرئيساااية إلي مياااكلتين  رعيتين عن طريق إااااا ة قيدين جديدين 
عل   حد المتغيرات، والجدير االهكر هو  ن اعض المراجل المتاحة تياااااااير 

ود تااف إل  المتغير الهي يحتوي عل  الكسر الأكار،  يتم ن ههه القي إل  
تكوين الميااكلة الفرعية الأول  اااااا ة قيد يحمو علامة   ااغر  و يساااوي 

للمتغير ههو الكساار الأكار ، واناء الميااكلة الفرعية الثانية اااااا ة قيد   ≤ه
إها و المثاو: ـاا عل  ساي .لهات المتغير  ≥هكار من  و يساوي  يحمو علامة 

 هنا  )2x,  4.29 =1x= 14.2 (وـاااااااكان الحو لميكلة ما هات متغيرين ه
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، واالتالي )1x( هو الكسر الأكار وهو المتغير يتم إاا ة قيدين عل  المتغير

 :تكون ههه القيود ا،اا ية كالتالي
تحمو علامة   غر  متااينةه عن طريق إاا ة ؤالقيــــــد الأوو: يتم إنيا   

احين يكون طر ها الأيساااااار المتغير الهي يحمو  كار   ≤همن  و يساااااااوي 

، وطر ها الأيمن قيمة العدد ال ااحيو لهل  المتغير، واهها يكون  )1x(كساار

 . )1x ≥ 4(القيد

ـد     ـ ـ ـ ـ ـ ن إيارة هها  الثاني: انف  الطريقة يتم إنياء القيد الثاني، إلا  القي
، ويكون طر هااا  ≥هالقيااد هالمتااااينااة  تكون علامااة  كار من  و يسااااااااااوي 

وطر ها الأيمن قيمة العدد ال ااحيو لهها المتغير زائد  )1x (الأيساار المتغير

 . )1x ≤ 5(واحد، واهها يكون هها القيد
دارة وهنا يرى العايدي والفاو،  ي كتااهم احون العمليات وتطايقاتها  ي إ

، رـر كسـكا وي عل  ـر الهي يحتـعماو،  ني يجم إاا ة القيود للمتغيالأ
 ر، كما  يا[1] ي تؤيد هل ـالتحليو المنطقي والأدلة الت ايهكرودون  ن 

Hamdy Taha كتااي ،  يOperations Research: An 
Introduction  ن تااف القيود عل  المتغير الهي  االاروري،  ني لي 

أ كار كسر، ودون  ن يهكر  يحتوي عل   لتي التحليو المنطقي والأدلة ا ياا
  ي كتااي Wayne L. Winston، كما  يار[2] هل تؤيد 

Operations Research ار اين المتغيــرات يمكـن اـان عمليــة الاختي
  Ghaith Rabadi ,Camille،  ي حين  ن[3] ون عيـوائية ن تك

Price , Michael Carter  ي كتااهم  Operations Research:  
A Practical Introduction إلا  نهم الاختيارة لم يييروا إل  عملي ،

 [4]. رالكسر الأ غ يعند قيامهم ااستخدام ههه الطريقة تم اختيار المتغير ه
 :تيةلآوعليي  اني يمكن تلخيص ميكلة ههه الدراسة  ي التساؤلات ا

 يدما مدى  حة الاختلاف  ي وجهات ننر المؤلفين حوو عملية تحد 
ياكو مة الرئيسية إل  المتغير الهي عل   ساسي تتم عملية تفريل الميكل

ة  رعية؟ وماهي الادلة والتحليلات المنطقية التي تفسر وتواو عملي
 تحديد المتغير الهي سيستخدم  ي عملية التفريل؟

 هات الأ غر  ت و ل اختيارالكسر الأكار  و  اختيارهو كلا الحالتين ه
؟ هو تختلف حلوو المياكو الفرعية وعددها (Integer) الحو الأمثو

 لاف المتغير المستخدم  ي عملية التفريل؟ااخت

 لوو إها تساوت عدد المياكو الفرعية  ي كلا الحالتين، هو يعني هها ح
  ن حلوو المياكو الفرعية متطااقة  ي الحالتين؟ ولماها؟

  همية الدراسة .3

 تكمن  همية الدراسااااااة  ي تسااااااليط الاااااااوء عل  طريقة التفريل والتحديد
(B&B)اارها من  هم ا ااعت لطرق المساااااااتخدمة  ي إيجاد الحو الأمثو ، 

ها  ها، وتواااااااايو ملية عمل(Integer) ال اااااااحيو عن طريق تتال خطوات
هه هالطريقة الايانية، وهها ما يو ر معلومات مهمة ودقيقة حوو  ااساااااااتخدام

  .الطريقة،  ي نو الندرة النساية للمراجل التي تناولت هها المواوع

  B&Bه طريقة التفريل والتحديد .4

  وهي Land and Doigتم اقتراحهااا عن طريق ه  B&Bه طريقااة إن
حين يمكن لاعض  و كو اخوارزمية رقمية اسااااايطة لحو ميااااااكو الارمجة 

ا  تم وقد ، [5] ط ق (Discrete value)منف ااااااالة المتغيرات  ن تعخه قيمأ
مثااو الأخرى للارمجااة الخطيااة  اعض التطايقااات هااا عل تطايقو تهااامراجع

 ي انجااااا  تساااااااتخاااادم  وهي .TSP  [6]جوو همياااااااكلااااة الاااااائل المت
Optimization)  ،ه الاامااثاالاا  حاالااووالاا يااجااااادExact Solutions  

، وتساااتخدم  ي هل  NP-hard problemميااااكو لمجموعة واساااعة من 
الو ااااااوو    اهدفالحلوو الممكنةهكا ة  ي اليااااااجرة  اسااااااتراتيجية الاحن

ة هو تجزئة الفكرة الأساااااسااااية لههه الطريق .Integer  [7]ه لأ اااااو حو
الميااكلة الرئيسااية  ي الاداية إلي ميااكلتين  رعيتين عن طريق إاااا ة قيود 
جديدة إل  النموه  الريااااي للميااكلة، ومن تم حو كو ميااكلة  رعية عل  
د،ة، ثم تكرار هات الفكرة عل  الميااااااااااكااو الفرعيااة التي قيم حلهااا غير  حااَ

مرات حت  ن و   حيحة هتحتوي عل  كسور ، القيام اعملية التفريل عدة
 و غيـاااار ممكنـااااـااااة الحو إل  مياكو  رعيي تكون قيم حلهـااااا قيم  حيحة 

(Infeasible)  وكلا الحالتين هـها يعني عـدم إمكانية التفريل، اعد  .  ـلاأ
هل  يتم المفا ااااالة اين ههه الحلوو هات القيم ال اااااحيحة هحلوو الميااااااكو 

 .ثو للمياااااكلة الأ اااااليةالفرعية  واختيار الأ ااااااو، والهي يمثو الحو الأم

، سااايتم (B&B) ن ههه الورقة تعُن  ادراساااة وتحليو ههه الطريقةوننراأ لأ
 .من التف يو ءاييتسليط الاوء عل  ههه الطريقة 

 Linear الخطية الارمجة ميااااااااكو ا إل  ت ااااااانيفاتهن ا،ياااااااارة درتج
programming problem (LPP)  كالتالي هاحين طايعة حلول من 

[8] : 

 ال اااااحيحة:الخطية غير  الارمجة                                          
Non-Integer programming problem  

 .وهي المسعلة التي تكون  يها جميل قيم المتغيرات القرارية غير  حيحي

 المختلطة:  ال حيحة  الارمجة الخطية                                   
Mixed Integer programming problem (MIPP)        

 .وهي المسعلة التي تكون  يها اعض متغيرات القرار هات قيمة  حيحة

 الارمجة الخطية ال اااااااحيحة المطلقة:                                 
Pure Integer programming problem (PIPP)          
وهي المسااااااااااعلاااة التي تكون  يهاااا جميل متغيرات القرار هات قيماااة 

 .حة حي

  المزدوجةارمجة العدد ال حيو هالارمجة الرقمية  :                   

Binary Integer Programming                                      

  .ما  فر  و واحد  حيوإوهي التي تكون قيم المتغيرات القرارية  يها 

د ويوج (PIPP) إن ميااااكلة الدراسااااة لههه الورقة تعُن  االنوع الثالن منها
ل عدة طرق تستخدم  ي حو هها النوع من المياكو، من  همها طريقة التفري

ية الاستمرار  ي عملهو من سلايات ههه الطريقة ن   . إلا(B&B) والتحديد
 ي مثلين الجزم ا اااحة لا يمكني التفريل حت  اعد الو اااوو للحو الأمثو، لأ

دد يمكن  ن يكون ع .يةالحو إلا اعد ح ار كا ة الحلوو لكو الميااكو الفرع
لجهد االتفريعات كاير جداأ  ي حالة تعدد المتغيرات، وهها يؤدي زيادة حجم 

ي وتعتار ملية عمو ههه الطريقة ه .[9]الأمثو اللازم للو اااااااوو إل  الحو 
  . لم مواوع ههه الدراسة

   : Literature Reviewهالدراسات السااقة   . 
ط ساااالو  الخوارزمية، ههه ثلاثة عنا اااار لاااااا (B&B)تسااااتخدم طريقة 

وتعُن   Search Strategy)المكونااااات هي: اساااااااتراتيجيااااة الاحاااان ه
االترتيم الهي يتم من خلالي اسااااتكياااااف الميااااكلات الفرعية  ي اليااااجرة، 

وهي كيفية تقسيم مساحة  Branching Strategy)ه واستراتيجية التفرع
 Pruningليم هالحو ،نتا  ميكلات  رعية جديدة  ي اليجرة، وقواعد التق

Rules اسااتكياااف مناطق دون مسااتوى من   وهي تعني القواعد التي تمنل
احن والجدير االهكر هنا هو  ن ميااكلة هها ال. [7] الحو الأمثو  ي اليااجرة

إل :  هااااايمكن ت ااااااانيفوالتي ، Search Strategy)تناااادر  تحاااات ه
ية ه نائ ع الث  ، وهي تقسااااااايم Binary Branchingاساااااااتراتيجيات التفرا

ل   إل  مياااكلتين  اااغيرتين متنا يتين، التفريل الواساااSمياااكلة الفرعية هال
ويركز عل     وهو عل  النقيض من التفرع الثنائيWide Branchingه

 تحديد عن ااار واحد من مجموعة خيارات مختلفة، والتفريل الثالن والأخير
  Branching in integer programsه ارمجة العدد ال اااااااحيوهو 
ل، ولهها النوع الأخير من التفريتحت تنطوي هها الاحن  مياااااااكلةإن  .[7]

تنقسم  اييء من التف يو.و سيتم مرجعة  دايات المواوع من هها الجانم
 ميااااكلات وتكوين، يلمتغير للتفر تحديد إل  مرحلتيناسااااتراتيجيات التفرع 

د قاعدة ـاااااـاااااـااااايوج. [7] ريةـاااااـاااااعن القيم الكس،اعادها  قيود ااا ةا رعية 
 Most Fractional or Most)  ــدام تسمـــلة الاستخـــوسهائعة ـــي
)Infeasibleالتفريل ، وهي تحدد متغير )iy( الكساااااري  ئيالهي يكون جز

 .Achterberg et alقاو  كما هو موااااااااو من ،0.5هو الأقرم إل  
 من حين العيوائيختيار الاقاعدة ايكو عام ليست   او من ههه ال ، [10]

 .تم اسااااتكيااااا هايالفرعية التي طلوم وعدد الميااااكلات الوقت الحسااااااي الم
 كقاااعاادة التفريل المعاااكساااااااااة الأخرىتم اقترا  عاادد من التقنيااات لااهلاا  

 جزئييكون الهي  )iy(تختار  وهي،  Opposite branching Ruleه
 .[11] 0.5الأاعد عن الكسري 

 الصتتتت ي ة الم يل ةلبجم ة  استتتتي دم  أخجى للاخييار استتتتيجاةي يةهناك 

(MIP) كاذب وذلك ، [12] (Pseudocost Branching) وهي اليفجع ال

ومن  ،عييفجمجشتتتتتتت  لللكتتم ميريج  دالتتة الفتتد الينبؤ بتتاليريج  ي على بنتتا   

ستتتتتتتلوك عن عدم ةو ج معلوما  اليي ةواجه هذه ال جيقة هو الصتتتتتتتعوبا  

 استتتيجاةي ية Applegate et al. [13] اقيجح .اليفجع  ي بداية ال وارزمية

حيتتتت ييم  ،( لاخييتتتار ميريج اليفجيعStrong Branchingع القوي )اليفج

، وةم الميريج التتذي يؤدي ىلى أربج قتتدر من اليرييج  ي دالتتة الفتتد  اخييتتار

 20من حم لمؤلفين وةمكن ا،  TSPه  ي حم مشكلة البائع المي ول ة بيقفا
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غالب ا يار خيعملية الاالوق  الم لوب لإججا   ىلا أنحالة لم ييم حلفا ستتتتابق ا، 

أ  .ما يكون باهظ ا  Linderoth and Savelsbergh  [14]اقتر   يااااااااا
التفرع الهجين وساااااااميااات اااا والكااااهم القوي ه يناين التفريعجمل  يهاااا 

  .Hybrid Strong/Pseudocost Branchingه
استتتتي دام قواعد ةفجيع على  Pryor and Chinneck [15]استتتتيكشتتتت  

 رييج  ي أربج عتتتدد من ميريجا أستتتتتتتتتاس ةفجيع الميريجا  اليي ة تتتد  ة

با  ما ةؤدي  يائج المشتتتتتتتكلة، وغال قة ةفجيع حديثة أخجى ةم  جيدة.ىلى ن طجي

 ةستتمى اليفجع ال لفي Fischetti and Monaci  [16]ة ويجها بواستت ة

(Backdoor Branching)   ةعمم هذه اليقنية على ة ديد م موعة صريجة

ةنيج شتتتتتتت جة ب تتت وغيجهتتا  منفتتا قبتتمن الميريجا  اليي ي تتأ أن ةيفجع م

نتاائج المعلوماات  Gilpin and Sandholm [17]اساااااااتخادم . صتتتتتتتريجة

المياااااكلات الفرعية  ي  لتوجيي عملية الاحن ،زالة عدم اليقين من الننرية
، قيم المتغيرات الكساارية كاحتمالاتيتعاملون مل  اهل للقيام  ،يااجرة الاحن
أ  قل ويكون المتغيراليقين  ممقدار عدويحساون   .هو المريو للاختيار ها يقينا

ا جاادياادأا لتقليااو التعقياادات  ي خوارزميااة  Munapoمؤخراُ اقتر   نهجااأ
 طريقاة ،  في knapsack linear integerلحاو مياااااااكلاة ه  B&Bه
ا،  عااددأا (LP) كااان الحااو الأمثااو للارمجااة الخطيااة إها  B&Bه  اااااااحيحااأ

ا يتم كهل   لم يكن  إهاو ، سااايكون الحو الأمثو لمياااكلة العدد ال اااحيو متاحأ
 احين يتم تجاهو ،قيمة كسااارية ،نيااااء مياااكلتين  رعيتين وتحديد متغير ه

تتكرر العمليااة  ، Feasible Regionالممكنااة ههاها الجزء من المنطقااة 
،  ااااااحيوالحو الكساااااارية حت  يتم إيجاد عل  جميل المتغيرات هات القيم ال

وإااااااااا تها إل   وقيود إااااااااا ية هها يتم إنيااااااااء مجموع متغيرنهجي  و ي
من  جو تحسااين ساارعة  .[18]  االاأ  حلهاالادء  ي الميااكلة الأ االية قاو 

ا ،  B&Bهخوارزميات   Learning [19]هتم إدخاو تقنيات التعلم مؤخرأ
 ، وهي تعني إدخاو الدكاء الا طناعي  ي حو ههه الخوارزميات.
عداد مج الأتوجد العديد من حزم الارامج الفعالة هتجارية ومجانية  لحو ارا

 CPLEX SYMPHONYمثو  ،B&Bال اااااااحيحة ااساااااااتخدام تقنيات 
،Gurobi  ،LINDO  ،SCIP ، Xpress-MP ، CBC  [7]. 

 (B&B):ملية عمو طريـقة التفريل والتحديد .م
  حةـيحـ  ر ـغي ة ــالخطي  ةـجـرمـالا  وـاكــمي  ووـلـح  ونـتك ا ـدمـعن

(Non-Integer)، د حلوو  اااااااحيحااةجاااوتتطلاام طايعااة المياااااااكلااة إي 
(Integer)اني يمكن استخدام طريقة  ، (B&B)  يجاد ههه الحلوو، وهل، 

ل مااااااا ة قيدين جديدين عل   حد متغيرات المياااكلة، احين يكُ،ون كو قيد 
ية قيود الميااكلة الأساااسااية ميااكلة  رعية، واهها يناثق من الميااكلة الرئيساا

ة ااحدى الأساااااااااليم ، ثم يتم حو كو مياااااااكلة عل  حَد، ان  رعيتانمياااااااكلت
مثلاأ،  (Simplex) المسااااتخدمة  ي حو مياااااكو الارمجة الخطية كطريقة

وين والجدير االهكر هنا هو  ن الهدف الأساااسااي من إنياااء ههه القيود هو تك
مياااااااااكو الفرعية تكون قيمة الحو لمتغيراتها قيمة  اااااااحيحة،  ي  ني يتم 

اتجاه ا (Non-integer) إاا ة ههه القيود هو للتحر  من الحو الاساسي
والجدير  .(Integer) الحلوو ال اااحيحة اهدف الو اااوو إل  الحو الأمثو

أ هو  و ساااتكون قيمة الح ؤهان كو مياااكلة  رعية يتم إنياااا االهكر هنا  يااااا
د لي  للمتغير المسااااتخدم  ي عملية التفريل هالمتغير الهي تم إاااااا ة قيد جدي

و هخر وتكون قيمتي تغير الآقيمة  ااااحيحة، وعندما يتوا ق هها مل قيمة الم
 حيحةخر قيمة  حيحة يتم الاحتفان اهها الحو، ااعتااره  حد الحلوو ال الآ

اكو للميااكلة الرئيسااة التي ساايتم المفاااالة اينها، تسااتمر عملية إنياااء المياا
إل   الفرعية هالتفريل  حت  تستنفد كو المياكو الفرعية وهل  إما االو وو

ي  و لمتغيراتها قيم  حيحة  و لميكلة  رعية لميكلة  رعية تكون قيم الح
، واااالتااالي لا يمكن القيااام اعمليااة التفريل. (Infeasible) لهااا حااو ممكن

  1ه هه الطريقااة  ي الياااااااكااو التخطيطيويمكن تلخيص خطوات الحااو لهاا
 :وتتلخص  ي التالي

 :الخطوة الأول : إيجاد الحو الأمثو للميكلة الرئيسية -
مياااااكلة الارمجة الخطية ااساااااتخدام  ي من الطرق  ههه الخطوة يتم حو  ي

قيماااأ  ،  اااها كاااناات قيم كااا ااة المتغيرات(Simplex) الياااااااااائعااة كطريقااة
 اااااحيحة، نتوقفا عن الحو ويعتار هها هو الحو الأمثو للمياااااكلة، وتعتار 

ن قيم الحو لكا ة متغيرات المياااااااكلة الرئيساااااااية قيم لأههه الحالة خا اااااااة 
 .كان الحو غير هل  ننتقو للخطوة التالية ،  ما إها (Integer) حيحة

  :الخطوة الثانية: تكوين المياكو الفرعية -
هالنموه   التاليء من التف اايو، وعليي ساانفرض المثاو اياايههه النقطة   

 الريااي الأوو  وهو عاارة عن ميكلة خطية امتغيرين وقيدين:

𝑀𝑎𝑥 𝑍 = 5𝑥1 + 6𝑥2                     (1) 

𝑆. 𝑇 :  

      4𝑥1 + 4.6𝑥2 ≤ 27                    (2) 

      3𝑥1 + 5.2𝑥2 ≤ 24                    (3) 

      𝑥1 , 𝑥2  ≥ 0 and integer     

 (QM for Windows V5) وقد تم حو ههه الميااكلة ااسااتخدام ارنامج
 الحو الأمثو لها الميكلة كالتالي: وينهر

𝑍 = 34.29   ،   𝑥1 = 4.29   ،    𝑥2 = 2.14 

( a,b,c,d) ، الهي ياين منطقة الحلوو الممكنة 2ه كما ينهر هل   ي الياااكو

  (.cوال م الأمثم عند النق ة )

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

ئة الميكلة زيتم تج ،  اني B&Bهاناءأ عل  الخطوات المتاعة  ي طريقة 

الميكلة الأول  عن طريق إاا ة الرئيسية إل  ميكلتين  رعيتين، يتم تكوين 

وسيتم هنا تفريل ، ه≥ والثانية اااا ة قيد يحمو علامة ه≤   قيد يحمو علامة

والهي   1xه الميكلة عل   سا  المتغير الهي يحمو  كار كسر وهو المتغير

   وهل  كما يلي:4.29قيمتي ه

   يتم تكوين ههه المياااااااكلة الفرعية المشوووووووكلة الفرعية الأولى

، احين يكون هها المتغير هو طر ها )1xه لقيد الأوو عل  المتغيراااااااا ة ا

الأيسر ويكون طر ها الأيمن مساوية لقيمة العدد ال حيو لهها المتغير وهي 

 يكون القيد ا،اا ي كالتالي: واهها   ،4ه

𝑥1 ≤ 4                    (4) 

 لي:يكون النموه  الريااي للميكلة الفرعية الأول  كالتا اههاو

  𝑀𝑎𝑥 𝑍 = 5𝑥1 + 6𝑥2                     (1) 
𝑆. 𝑇 :  
      4𝑥1 + 4.6𝑥2 ≤ 27                   (2) 
      3𝑥1 + 5.2𝑥2 ≤ 24                   (3) 
       𝑥1               ≤ 4                    (4) 
          𝑥1 , 𝑥2  ≥ 0  

يكون اليكو الاياني للميكلة الفرعية الأول  كما ينهر  ي اليكو واهها  
  .3الاياني رقم ه
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 (Non-Integer)الحو الأمثو للميكلة 
x1 = 4.29  , x2 = 2.24    𝑍 = 34.29

الممكنةمنطقة الحلوو

(Feasible Region)
(a,b,c,d)

  منطقة الحلوو الممكنة والحو الأمثو لميكلة خطية هات 2يكو ه
 متغيرين وقيدين
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 بنفس الفكجة ييم ةكوين المشتتتكلة الفجعية فلمشككك الفالية الفالية:ال ا

ويكون ال ج  )≥( الثانية، ىلا أنه هنا ييم ىضا ة القيد بعلامة أربج أو يساوي 

4)واحد  هيمة الميريج مضتتتتتا ا  ىليالأيمن لفذا القيد مستتتتتاوية لق + 1 = 5) ،

 وعليه يكون القيد الإضا ي راليالي: 

𝑥1 ≥ 5                    (5) 

 وبفذا بكون النموذج الجياضي للمشكلة الفجعية الثانية راليالي:

 𝑀𝑎𝑥 𝑍 = 5𝑥1 + 6                        (1) 

𝑆. 𝑇 :  

      4𝑥1 + 4.6𝑥2 ≤ 27                   (2) 

      3𝑥1 + 5.2𝑥2 ≤ 24                   (3) 

        𝑥1                  ≥ 5                    (5) 

       𝑥1 , 𝑥2  ≥ 0  

 فرعي  الثللي  كةل يظهر فم الش    كبيكون الش    كب الييللم للةش    كل  ال ذاهبو س    
(4.) 
 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 د الحو الأمثو للمياكو الفرعية:الخطوة الثالثة: إيجا -

 ي ههه الخطوة يتم حو المياكو الفرعية كلاأ عل  حدة، وهل  ااستخدام  ي 
أ ،  (Simplex Method) كطريقةمن الطرق اليائعة  هنا سيكون  طاعا

 نناتج الحو للمتغير المستخدم  ي عملية التفريل  تكو  تعثير علللقيود الجديدة 
  

 ول :حو الميكلة الفرعية الأ

𝑍 = 33.85  ،   𝑥1 = 4  ،    𝑥2 = 2.31 

 حو الميكلة الفرعية الثانية:

𝑍 = 34.13  ،   𝑥1 = 5  ،    𝑥2 = 1.52 

 :الخطوة الرااعة:  حص قيم الحو للمياكو الفرعية -

أ تنتهي عملية التفريل إها كانت كو قيم الحو للميااااااااكو الفرعية  عداد  اأ طاعا
لة حة  و حلوو المياااااااك حو   اااااااحي ل  يتم  حص قيم ال عد ه غير ممكن، ا

للميااااااااكو الفرعية للمفااااااااالة اين كو حلوو الميااااااااكو الفرعية هات القيم 
ال ااحيحة لكا ة المتغيرات ويعتار   اااو حو من اين ههه الحلوو هو الحو 

 .الأمثو للميكلة الرئيسية

 حلوو ايانياأ:ال وتتال التفريل عملية المستخدم  ي المتغير تحليو تعثير . 

إن عملية التفريل لي  االارورة  ن تمر عل  كا ة الحلوو ال حيحة       
لمنطقة الحلوو الممكنة، ولا حت  كو الحلوو الطر ية ال اااااااحيحة هالحلوو 
ال اااااااحيحة الواقعة عل  الحدود الطر ية لمنطقة الحلوو الممكنة ، وإني يتم 

ني إها تم  ي امعن    .إااااا ة قيود إااااا ية االتناوم اين متغيرات المياااكلة
الاداية اسااااااتخدام المتغير الأوو  ي عملية التفريل  اني  ي المسااااااتوى الثاني 
هالمرة الثانية  سايتم اساتخدام المتغير الثاني و ي المساتوى الثالن يتم العودة 
للمتغير الأوو وهكها.. الهدف من هل  هو تقسااااااايم منطقة الحو إل   جزاء 

غير  ااااااحيحة هكساااااارية  و  لاأ وويسااااااتاعد منها المنطقة التي تتااااااامن حل
المنطقة التي  لاسااااااتاعادمختلط ،  القيود ا،اااااااا ية هنا تسااااااتخدم كقواطل 

خر تقساايم منطقة الحلوو الممكنة متحتوي عل  حلوو غير  ااحيحة، امعن  
، والحو الأمثو لههه حَد،ةهميااكلتين  اهدف حو كو ميااكلة عل   نجزئييإل  

كو المتغيرات قيم  ااااحيحة   و  ااااحيو هقيم  الميااااكلة يمكن  ن يكون حلاأ 
كما يمكن  لا يحتوي  حد  .تكون مختلطة هاعاااها  ااحيو والأخر كسااري 

ن عملية الاساااتقطاع  ههه الأجزاء عل  حو ا ااالاأ، والجدير االهكر هنا هو 
عملية الاسااتقطاع ههه لا  تتم  ي كو مرة اين عددين  ااحيحين  قط،  ي إن

د ال ااااحيحة من ااااامن الحلوو هين العددين، وتكون ههه الاعداتتااااامن ه
التي ساااااتدخو  ي عملية المفااااااالة، وللوقوف عل  كو ما هكر نقوم اتفريل 

   2هالممثو االياكو الاياني ه  3هص النموه  الرياااي الساااق الكائن  ي 
(مرة ااساااااااتخدام المتغير 

1
x   و خرى ااساااااااتخدام المتغير)

2
x   وتتال ههه

أ   .العمليات ايانيا

( متغير الأووالتفريل عل   سا  ال -
1

x : 

(غير هو الكسر الأكار وهو سنقوم هنا اتفريل الميكلة عل   سا  المت
1

x  ،

وهل  ااااااااا ة قيدين عل  المياااااكلة الرئيساااااية كلاأ عل  حدة، واما إن قيمة 
( المتغير

1
x   2.14، وهها يعني اساااااااتاعاد هها الحو ه4.29تساااااااااوي  ،

عل   5والعدد  4دد   وهل  ااساااااااتاعاد المنطقة المح اااااااورة اين الع4.29
 ، احين يياااكو كو قيد إااااا ي مل 7ه حور الأ قي وهل  كما  ي الياااكوالم

 لي:ي ة  رعية مستقلة، وههه القيود كماقيود الميكلة الرئيسية ميكل
 يااف هها القيد ليكون الميكلة الفرعية الأول 

      𝑥1 ≤ 4                   (4) 

 فرعية الثانية                           يااااااااف هها القيد ليكون الميااااااكلة ال
𝑥1 ≥ 5                   (5) 

وعليي يمكن تمثيو عملية التفريل عل   ساااااااا  المتغير الأوو ه
1

x كما  ي  

  5اليكو ه

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

d 
• 

0

1

2

3

4

5

6

7

0 1 2 3 4 5 6 7 8 9

•c • 

 ≥ 4( الةشكل  الفرعي  الأولى يإضلف  القيد )3) شكب
1

x)  على الةتغير)
1

x  

 الحو الأمثو
لأول للميكلة الفرعية ا  

x
1 
= 4 , x

2 
= 2.31  x

1 
 
 
≤ 4 

Feasible Region 
(a,b,c,d) 

 
a • 

d 
• 

b • 

0

1

2

3

4

5

6

7

0 1 2 3 4 5 6 7 8 9

 
  x(على الةتغير  (x ≥ 5( الةشكل  الفرعي  الثللي  يإضلف  القيد )4) شكب

x
1 
 
 
≤ 5 

• 

b 

Feasible Region 
(a,b,c) 
 

• • a 

 الحو الأمثو
الثانية للميكلة الفرعية  

x
1 

= 5 , x
2 

= 1.52  

𝑀𝑎𝑥 𝑍 = 5𝑥1 + 6𝑥2 
   𝑆𝑇: 
       4𝑥1 + 4.6𝑥2 ≤ 27 

       3𝑥1 + 5.2𝑥2 ≤ 24 

             𝑥1 ,  𝑥2 ≥ 0 

 

𝑀𝑎𝑥 𝑍 = 5𝑥1 + 6𝑥2 
   𝑆𝑇: 
       4𝑥1 + 4.6𝑥2 ≤ 27 

       3𝑥1 + 5.2𝑥2 ≤ 24 

      𝑥1                  ≤ 4 

               𝑥1 ,  𝑥2 ≥ 0 

 

𝑀𝑎𝑥 𝑍 = 5𝑥1 + 6𝑥2 
   𝑆𝑇: 
       4𝑥1 + 4.6𝑥2 ≤ 27 

       3𝑥1 + 5.2𝑥2 ≤ 24 

      𝑥1                  ≥ 5 

               𝑥1 ,  𝑥2 ≥ 0 

 

x
1 
≤ 5 x

1 
≤ 4 

(وه  الريااي الأوو عل   سا  المتغير   مخطط لتفريل النم5اليكو ه
1

x  
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( عند ال م الأمثم للمشكليين 1xوال ديج بالذرج هنا هو أن قيم الميريج)

لل ج  الأيمن للقيد  رم منفما مساو  الفجعييين سيكون قيمه ص ي ة، و

(  ي المشكلة الفجعية 1x قيمة ال م للميريج) .المسي دم  ي عملية اليفجيع

𝑥1الأولى واليي ةم ةفجيعفا بالقيد ) ≤  (، وقيمة ذا  الميريج 4( ةساوي )4

𝑥1 ي المشكلة الفجعية الثانية واليي ةم ةفجيعفا بالقيد ) ≥ ( 5( ةساوي )5

 .(6ض   ي الشكم )رما هو مو

 

 

 

 

 

 

أ، وهل  عن طريق استخدام اليكو  ويمكن توايو عملية التفريل ههه ايانيا

المنطقة  ااستاعادالاياني للميكلة الرئيسية اعد استقطاع الجزء الهي يعن  

 .عن طريق القيدين ا،اا يين  Non-integerالمتامنة للحو الأمثو ه

 قي الأ ور  عل  المح4،  5حين هال حي نالمنطقة المح ورة اين العددي

(1x)ريق إاا ة القيدين هـ،  ويتم هل  جارياأ عن ط𝑥1 ≤ 𝑥1  وه4 ≥ 5  

ين، كما ينهر  ي الميكلة إل  ميكلتين  رعيت  للميكلة الرئيسية، واهها تتجز

فرعية الأول  هي ال  ،  تكون منطقة الحلوو الممكنة للميكلة7ه اليكو التالي

  ومنطقة الحلوو الممكنة للميكلة a,b,cة اين النقاط هالمنطقة المح ور

  .d,e,f,gالثانية هي المنطقة المح ورة اين النقاط ه

 :(𝑥2) الثانيالتفريل عل   سا  المتغير  -

دين ـ ، وهل  اااا ة القي𝑥2عملية التفريل عل   سا  المتغير ههنا ستتم 

𝑥2ه ≤ 2 ، 𝑥2 ≥  . 8الفرعية كما  ي اليكو ه ياكو ، واالتالي تكون الم3

 

 

 

 

 

 

 

 
 

 

كلا   ي الأمثااو عنااد الحااو  2xالمنطق الساااااااااااق  ااان قيم المتغيره انف و

 ، 2الميكلتين ستكون قيمي  حيحة،  في الميكلة الفرعية الأول  تساوي ه

  كما هو مواااااو  ي اليااااكو 3وقيمتي  ي الميااااكلة الفرعية الثانية تكون ه

 . 9ه

 

 

 

 

 

 

 

 

أ  عن طريق الياااااااكو الاياني للمياااااااكلة  يمكن تواااااااايو عملية التفريل ايانيا

،  Non-integerالمنطقة المتاااامنة للحو الأمثو ه اساااتاعاداعد  الرئيساااية

𝑥2وهي المنطقااة المحااددة اااالقياادين ه ≥ 𝑥2  و ه3 ≤    ، واهااها تتجز2

ة  تكون منطق  10كما ينهر  ي الياااكو ه .المياااكلة إل  مياااكلتين  رعيتين

الحلوو الممكنة للميااكلة الفرعية الأول  هي المنطقة المح ااورة اين النقاط 

 . e,f,gومنطقة الحلوو الممكنة للميكلة الثانية هي ه  a,b,c,dه

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 : 2x ,1xه  سا  عل  التفريل اين مقارنةلل تحليلية دراسة .5

ية اليفجيع على أستتتتتتتاس        ( 1x) الميريج الأولبعد دراستتتتتتتة وة ليم عمل

ال جيقة البيانية، ةم  باستتتتتتتي دام، وةيبع عملية اليفجيع (2x)الميريج الثاني و

 الملاحظا  اليالية: اسينياج

 على أستتتتتتتتتاس الميريج( 1  ي عمليتتتة اليفجيع الأولىx  ةمتتت ،)

من  ين(، وهي عبارة عن عدد أثن1xباستتتتتتتي دام قيود ىضتتتتتتتا ية على الميريج)

الفتتد  منفتتا استتتتتتتيبعتتاد المن قتتة  .(1xالقواطع ةكون عموديتتة على الم ور )

المشتتتتكلة الجئيستتتتية ىلى  ةي زأالم صتتتتورة بين هذه القواطع، وبفذه القواطع 

(، وةكون قيم هذا الميريج عند ال م 7) مشتتتتتتتكليين  جعييين رما  ي الشتتتتتتتكم

أما  ي حالة اليفجيع على أستتتتتتاس  .الأمثم  ي رلا المشتتتتتتكليين قيم صتتتتتت ي ة

على شكم أ قي )عمودية الم ور العمودي  ةكون القواطع (2xالميريج الثاني )

(2x)(.  ة المشتتتتتتكلة الجئيستتتتتتية ليكون المن قة المستتتتتتيبعدة موازي ةي زأوبفذا

ال م  ا  (، و ي هذه ال الة أيضتتتا  ةكون قيم10) للم ور الأ قي رما  ي الشتتتكم

 ص ي ة. ا  الأمثم لفذا الميريج  ي رلا المشكليين الفجعييين قيم

  ةبتتتديليتتتة أي أنفتتتا ةكون بتتالينتتتاوب بين ىن عمليتتتة اليفجيع ةكون

ساس الميريج الأول،  إن الي زئة  ي أالميريجين،  مثلا  ىذا ةم  الي زئة على 

ستتتاس الميريج الثاني، و ي أالمستتتيوى الثاني ) ي المجة الثانية( ستتتيكون على 

أما ىذا ران   .ستتتتيكون على أستتتتاس الميريج الأول وهكذا يليهالمستتتتيوى الذي 

على أستتاس الميريج الثاني،  إن الي زئة اليي ةليفا ستتيكون على  بداية اليفجيع

نه ىذا ةم  الي زئة  ي البداية أستتتاس الميريج الأول وهكذا، وهذا يعني بيانيا أ

على شتتتكم قاطع رأستتتي  إنه  ي الي زئة اليي يليفا ستتتيكون على شتتتكم قاطع 

 ي وهكذا.أ قي، و ي الدورة أو المسيوى الذي يليه ةكون على شكم قاطع رأس

رم  جم ةوضتتتتتتتي   ية اليفجيع وما هي  جما ذرمن أ يام بعمل ية الق يان ريف وةب

ال لول الفجعية اليي ييم الوصتتتتول ىليفا وما مدى ىمكانية ةستتتتاوي المشتتتتارم 

الفجعية من حيت العدد والشتتتتتكم عند اخيلا  الميريج المستتتتتي دم  ي عملية 

𝑀𝑎𝑥 𝑍 = 5𝑥1 + 6𝑥2 
   𝑆𝑇: 

       4𝑥1 + 4.6𝑥2 ≤ 27 

       3𝑥1 + 5.2𝑥2 ≤ 24 

             𝑥1 ,  𝑥2 ≥ 0 

 

𝑀𝑎𝑥 𝑍 = 5𝑥1 + 6𝑥2 
   𝑆𝑇: 

       4𝑥1 + 4.6𝑥2 ≤ 27 

       3𝑥1 + 5.2𝑥2 ≤ 24 

      𝑥2                  ≤ 2 

               𝑥1 ,  𝑥2 ≥ 0 

 

𝑀𝑎𝑥 𝑍 = 5𝑥1 + 6𝑥2 
   𝑆𝑇: 

       4𝑥1 + 4.6𝑥2 ≤ 27 

       3𝑥1 + 5.2𝑥2 ≤ 24 

      𝑥2                  ≥ 3 

               𝑥1 ,  𝑥2 ≥ 0 

 

x
1 
≤ 5 x

1 
≤ 4 

(  مخطط لتفريل النموه  الريااي الأوو عل   سا  المتغير 8هاليكو 
2

x  

 𝑧 = 34.29 

𝑥1 = 4.29 

𝑥2 = 2.14 

𝑧 = 34.25 

𝑥1= 4.45 

𝑥2 = 2 

 

  𝑧 = 32 

𝑥1= 2.8 

𝑥2 = 3 
 

x
1 
≤ 5 x

1 
≤ 4 

 لول النموذج الجياضي الأول على أساس )( م  ط ل9الشكم )
2

x) 
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x2 ≤ 3

x2 ≤ 2
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e
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d
•

c
•

•
f

•
g

للميكلةالحلوو الممكنة منطقة

(a,b,c,d) الفرعية الأول

للميكلةالحلوو الممكنة منطقة

(e,f,g) الفرعية الثانية

a
•

b
•

 (2x) الثللم   يواو المياكو الفرعية عل   سا  المتغير10اليكو ه

 𝑧 = 34.29 

𝑥1 = 4.29 

𝑥2 = 2.14 

   𝑧 = 33.85 
    𝑥1= 4 

    𝑥2= 2.31 
 

  𝑧 = 34.13 
    𝑥1= 5 

    𝑥2= 1.52 
 

x
1 
≤ 5 x

1 
≤ 4 

( م  ط ل لول النموذج الجياضي الأول على أساس الميريج )6الشكم )
1

x) 
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..

x1 ≤ 5x1 ≤ 4

•
a b

•
e

•
d •

c •

•

الحلوو الممكنة منطقة
الفرعية الأول للميكلة

(a,b,c)

•
g

 (1x)   الميكلتين الفرعيتين عل   سا  المتغير الأوو7ه اليكو

 

منطقة الحلوو الممكنة 
 للميكلة الفرعية الثانية

(d,e,f,g)    
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(  ي Integerمثم )اليفجيع، واليأريد على أنه ستتتتتييم الوصتتتتتول ىلى ال م الأ

حالة اخيلا  الميريج المستتتي دم  ي عملية اليفجيع وةقديم الي ليلا  المن قية 

ستتتتنقوم ب م النموذج الجياضتتتتي الستتتتابق )الأول( بال جيقيين  .اليي ةؤيد ذلك

(( والذي يمثم حالة اليستتتتاوي  ي 2x( ومجة باستتتتي دام )1x)مجة باستتتتي دام )

انيا ، رما سنقوم بفجض نموذج رياضي عدد المشارم الفجعية وسنييبع ذلك بي

 الفجعية.  معدد المشارأخج ليمثم حالة الاخيلا   ي 

 دد المياكوع  ي والاختلاف التساوي حالتي  ي نماه ال حو .6

اخيلا  بن عدد المشارم الفجعية يمكن أن ةيساوى أو ة يل  أنؤرد هنا       

من  2حم عدد  ييمستتتتتت الميريج المستتتتتتي دم  ي عملية اليفجيع،  في هذه الفقجة

، ويمثم الثاني يستتاويالالأمثلة اليوضتتي ية، ب يت يمثم النموذج الأول حالة 

 حالة الاخيلا   ي عدد المشارم الفجعية وذلك رما يلي:

  ي حالة تساوي عدد المياكو الفرعية: . 

ـ ي ه ـم المثـوم ب ـجة سنقـذه الفقـ الأولى  يـين،  ـلا ال اليـق بكـابـال السـ

 اماستتي د(، و ي الثانية ستتييم 1xالكستتج الأربج) يستتي دام الميريج ذيم اـتتتتتتتتستتي

ية وذلك للوق  على أن عدد المشارم الفجع .(2xالكسج الأصرج) يالميريج ذ

، رما أنه هناك ةناظج بين هذه المشتتتتتتتارم الفجعية ييستتتتتتتاوى ي ال اليين قد 

قوم سن والنموذج الجياضي )الأول( يمثم حالة ةساوي المشارم الفجعية، لذلك

ى ، وأخج(1x)مجة باسي دام ب له مع ةوضي  المشارم الفجعية  ي رم حالة )

لمشارم اثم نقوم بعملية المقارنة بين ال اليين من حيت عدد  .((2x)باسي دام 

 ي  وجود ةناظج بين المشتتتارم الفجعية ومدىالفجعية الميولدة عن رم حالة، 

  .ال اليين

 :(1x)الأكير ذو الكسر  الحب بلستخدام الةتغير -
لول ( يوضتتت  ح11) الشتتتكم(، 1x)هنا قمنا بعملية اليفجيغ باستتتي دام الميريج 

حيت  ك،المسي دمة  ي ذلالمشارم الفجعية الناة ة من عملية اليفجيع والقيود 

من خلاو تتال المساااااااارات  مشتتتتتتكلة  جعية 20بلغ عدد المشتتتتتتارم الفجعية 
و الي الحااو الأمثااو نلاحن اااعنااي تم الو اااااااو المخططهااها والتفرعااات  ي 

 .ميكلة  رعية 20ال حيو، اعد القيام اتفريل الميكلة الرئيسية إل  

  

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 
 

 

 

 

 

  يواااو الميااكلة الرئيسااية ونقاط الحو لتفرعاتها، كما 12ه اليااكو الاياني
اد  من نقطة الحو للمياااااااكلة  قاط والتي ت ههه الن ية التحر  ل يوااااااااو عمل

سية    1ه تتفرع إل  نقطتين هما الحو ثم تنتقو  و .[2.14 ,4.29 ,0]الرئي
  وهو الممثو 01والحو رقم ه [1.52 ,5 ,1]وهو الممثـاااـاااـاااو االنقطـاااـاااـاااة 

  2للحـااااـااااو ه الانتقاو  يتم 1ه ، ومن الحو[2.31 ,4 ,10]االنقـااااطـااااـااااـااااة 
ـوالممث ـةـ ـو  ي النقطـ ـو ه [1 ,5.6 ,2] ـ ـ  الممث3والحـ ـة ـ ـطـ و  ي النق

لهي  [2 ,5 ,3] ينهر حو غير ممكن، وهكها يمكن تتال ااقي الحلوو  وا
  .12عن طريق تتال اتجاهات الأسهم كما  ي اليكو ه

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 : 2xه الكسر الأ غر يه الحو ااستخدام المتغير -

 الكسااار الأ اااغر يالمتغير ههنا سااايتم تفريل المياااكلة الرئيساااية ااساااتخدام 
  يواااو عمليات التفريل والحلوو 13ه ، والرساام التخطيطي 2x=  2.29ه

 الخا ة االمياكو الفرعية والناتجة من عمليات التفريل.
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, 𝑥1 , 𝑥2 رقم المشكلة الفجعية 

 (1x)تفريل استخدام والتساوي ال عند  حركة حلوو المياكو الفرعية 12اليكو ه

x
2 
≤ 3 

x
1 
≤ 3 

x
2 
≤ 3 

x
1 
≤ 5 x

1 
≤ 6 

x
2 
≤ 1 

x
1 
≤ 6 

المشكلة 

 الجئيسة

3 

𝐼𝑛𝑓𝑒𝑎𝑠𝑖𝑏𝑙𝑒 

5 

𝑧 = 33.9 

𝑥1= 6 

𝑥2 = 0.65 

7 

𝐼𝑛𝑓𝑒𝑎𝑠𝑖𝑏e 

1 

𝑧 = 34.13 

𝑥1= 5 

𝑥2 = 1.52 

2 

𝑧 = 34 

𝑥1= 5.6 

𝑥2 = 1 

4 

𝑧 = 31 

𝑥1= 5 

𝑥2 = 1 

11 12 

𝑧 = 32 

𝑥1= 2.8 

𝑥2 = 3 

13 14 

𝐼𝑛𝑓𝑒𝑎𝑠𝑖𝑏𝑒 

6 

𝑧 = 33.75 

𝑥1= 6.75 

𝑥2 = 0 

15 16 

𝑧 = 29.3 

𝑥1= 1.07 

𝑥2 = 4 

17 18 

10 

8 

𝑧 = 30 

𝑥1= 6 

𝑥2 = 0 

19 20 

𝑧 = 34.13 

𝑥 = 5 

9 

𝐼𝑛𝑓𝑒𝑎𝑠𝑖𝑏𝑒 

x
2 
≤ 2 x

2 
≤ 1 x

2 
≤ 2 

x
2 
≤ 4 

x
1 
≤ 2 

𝑧 = 29 

𝑥 = 1 

𝑧 = 33.85 

𝑥1= 4 

𝑥2 = 2.31 

𝑧 = 32 

𝑥1= 4 

𝑥2 = 2 

𝑧 = 30.77 

𝑥1= 2 

𝑥2 = 3.46 

𝑧 = 28 

𝑥1= 2 

𝑥2 = 3 

𝑧 = 29.04 

𝑥1= 1 

𝑥2 = 4.04 

𝐼𝑛𝑓𝑒𝑎𝑠𝑖𝑏𝑒 

𝑧 = 2934.  

𝑥1= 4.29 

𝑥2 = 2.14 
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  ايانياأ، 13ه يل، يمكن تتال الرسااااام التخطيطيولتواااااايو  كثر لعملية التفر
وهل  عن طريق الرسااام الاياني للمياااكلة الرئيساااية ومنطقة الحلوو الممكنة 

 ، الهي يواااااو حركة 14هو مواااااو  ي الرساااام الاياني هكما  .لها، وهل 
 .عملية التفريل من خلاو تتاعها عن طريق اتجاهات الأسهم عل  الرسم

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

والجدير االهكر هنا هو إن عدد المياااااااااكو الفرعية  ي ههه الحالة هالتفريل 
 يساااوي عدد المياااكو الفرعية الناتجة  ي الحالة ((2x)عل   سااا  المتغير 

وااااالتااادقيق  ي حلوو هاااهه  .((1x)الأول  هالتفريل عل   ساااااااااا  المتغير 
ااساااااتثناء المياااااكلة الفرعية الميااااااكو الفرعية  ي الحالتين نجدها متطااقة، 

 .   ي الحالتين  هي لم تتطااق10ه

 عدد المياكو الفرعية: وجود اختلاف  ي ي حالة  .م

أ  خر تختلف  يي أ رياااااااايا عدد المياااااااكو   ي ههه الفقرة ساااااانفرض نموهجا
الفرعيااة عنااد اختلاف المتغير المساااااااتخاادم  ي عمليااة التفريل، والنموه  

 الريااي التالي هالثاني  يجسد ههه الحالة وهو: 
𝑀𝑎𝑥 𝑍 = 5𝑥1 + 8𝑥2                  (6) 

𝑆. 𝑇 :  

        𝑥1  +   𝑥2  ≤ 6                     (7) 

      5𝑥1 + 9𝑥2 ≤ 45                    (8) 

      𝑥1 , 𝑥2  ≥ 0 and integer     

𝑥2 لنموه  لالحااو الأمثااو  = 3.75) (𝑍 = 41.25 ،  𝑥1 = 2.25  ، ،
ومن  جاااو الوقوف عل  ماااا هكر  علاه نقوم احاااو هاااها النموه   ي اكلا 

 الحالتين كالتالي:
 

  :(1x) الأوو الحو ااستخدام المتغير -

والهي  (1x)سااااااايتم عملية التفريد ااساااااااتخدام المتغير الأوو   ي ههه الفقرة
  15ه والرساااام التخطيطي . 2.25هيحتوي عل  الكساااار الأ ااااغر وقيمتي 

يوااااااااو حلوو الميااااااااااكااو الفرعيااة المتولاادة من عمليااة التفريل والقيود 
، مياكو  رعية 8المستخدمة  يها، وقد الد عدد ههه المياكو  ي ههه الحالة 

 . 16الأسهم  ي اليكو الاياني ه اتجاها من خلاو كما يمكن تتاعه
 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

0; 4.29; 2.14

1; 2.8; 3

2; 2; 3.46

3; 3; 3

4; 2; 3

5; 1.07; 4

6; 1; 4.04

7; 2; 4

8; 1; 4

9; 1; 5

10; 4.45; 2

11; 4; 2

12; 5; 1.52

13; 5.6; 1

14; 5; 2

15; 5; 1

16; 6; 0.65

17; 6.75; 0

18; 6; 1

19; 6; 0 20; 7; 0
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, 𝑥1 ,𝑥2رقم الميكلة الفرعية

 
  حركة حلوو المياكو الفرعية  ي حالة تساوي عدد 14ليكو ها

 (2x)عند استخدام المتغير تفريعها

x
1 
≤ 3 

x
2 
≤ 4 

1 

3 

𝑧 = 32 

𝑥1= 2.8 

𝑥2 = 3 

4 

5 6 

x
2 
≤ 5 

2 

x
1 
≤ 2 

𝑧 = 41.11 

𝑥1 = 2 

𝑥2 = 3.89 

 

𝑧 = 41.25 

𝑥1= 2.25 

𝑥23.75 =ف 

 

𝑧 = 34 

𝑥1 = 2 

𝑥2 = 3 

 

𝑧 = 41 
𝑥1 =  1.8 
𝑥2 =  4 

 
x

1 
≤ 2 x

1 
≤ 1 

𝑧 = 40.56 

𝑥1 = 1 

𝑥2 = 4.44 

 

𝐼𝑛𝑓𝑒𝑎𝑠𝑖𝑏𝑒 

المشكلة 

 الجئيسة

x
1 
≤ 2 x

1 
≤ 3 

x
2 
≤ 3 

x
1 
≤ 5 x

1 
≤ 6 

x
2 
≤ 1 

المشكلة 

 الجئيسة

3 

5 

1 

2 

4 

11 12 

𝑧 = 32 

𝑥1= 2.8 

𝑥2 = 3 

13 14 

7 6 

𝑧 = 29.3 

𝑥1= 1.07 

𝑥2 = 4 

15 16 

10 

17 18 8 9 

x
1 
≤ 4 

x
2 
≤ 2 

x
2 
≤ 2 

x
2 
≤ 1 

x
1 
≤ 2 

x
2 
≤ 4 

𝑧 = 34.25 

𝑥1= 4.45 

𝑥2 = 2 

𝑧 = 32 

𝑥1= 4 

𝑥2 = 2 

𝑧 = 30.77 

𝑥1= 2 

𝑥2 = 3.46 

𝑧 = 28 

𝑥1= 2 

𝑥2 = 3 

𝑧 = 29.04 

𝑥1= 1 

𝑥2 = 4.04 

𝑧 = 34.13 

𝑥1= 5 

𝑥2 = 1.52 

𝑧 = 34 

𝑥1= 5.6 

𝑥2 = 1 

𝑧 = 31 

𝑥1= 5 

𝑥2 = 1 

𝑧 = 33.9 

𝑥1= 6 

𝑥2 = 0.65 

𝑧 = 33.75 

𝑥1= 6.75 

𝑥2 = 0 

𝐼𝑛𝑓𝑒𝑎𝑠𝑖𝑏𝑒 

𝑧 = 29 

𝑥1= 1 

𝑥2 = 4 
𝐼𝑛𝑓𝑒𝑎𝑠𝑖𝑏𝑒 

x
1 
≤ 6 

19 20 

𝐼𝑛𝑓𝑒𝑎𝑠𝑖𝑏𝑒 
𝑧 = 30 

𝑥1= 6 

𝑥2 = 0 

𝐼𝑛𝑓𝑒𝑎𝑠𝑖𝑏𝑒 

𝐼𝑛𝑓𝑒𝑎𝑠𝑖𝑏e 

𝐼𝑛𝑓𝑒𝑎𝑠𝑖𝑏𝑙𝑒 

𝑧 = 2934.  

𝑥1= 4.29 

𝑥2 = 2.14 

تفريعها تفرعات الميكلة الرئيسية  ي حالة تساوي عددها و  13اليكو ه
 (2x)ااستخدام المتغير
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 (:2x) الثاني الحو ااستخدام المتغير -

الكساار المتغير الثاني وهو هو هنا سااتتم تفريل الميااكلة الرئيسااية ااسااتخدام 
  يوااااااو عمليات التجزئة 17ه الرسااااام التخطيطي . 2x 3.75 =الأكار ه

 ياكو الفرعية الناتجة من عمليات التجزئة.وحلوو الم
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أ، يمكن تتال  ولتواااايو عملية التفريل ونقاط الحو الأساااهم لعملية  اتجاهايانيا
 . 18التفريل المواحة  ي اليكو الاياني ه

 

 

 

 :قتاةج الحالة الأولى

اكو ـاوي  ي عدد الميـالتس عند 

  20الفرعية ه

 :قتاةج الحالة الًاقية

اكو ـ ي عدد المي فالاختلا عند 

  8،  6الفرعية ه

 

الحلوو المتاحة من  ر.م

 عملية التفريل

التنانر  ي 

المياكو 

 الفرعية

 

 ر.م
المتاحة من  الحلوو

 عملية التفريل

التنانر  ي 

المياكو 

 الفرعية

عل  

 سا  

  1xه

عل  

 سا  

  2xه

عل  

 سا  

  1xه

عل  

 سا  

  2x,  1xه 2x,  1x  𝑧ه 2x  𝑧ه

 4 1  , 1.8 4ه 41 1 12 1  1.52 , 5ه 34.13 1

 5 2  , 1 4.44ه 40.56 2 13 2 (1 , 5.6) 34 2

3 - Infeasible 3 14 3 - Infeasible 3 6 

 7 4  , 1 4ه 37 4 15 4 (1 , 5) 31 4

 8 5  , 0 5ه 40 5 16 5 (0.65 , 6) 33.9 5

 1 6  , 3 3ه 39 6 17 6 (0 , 1.75) 33.75 6

7 - Infeasible 7 18 7 41.11 2 -  , 2 3.89ه 

3ه , 2   34 8 19 8 (0 , 6) 30 8  - 3 

9 - Infeasible 9 20 

10 33.85 (4 , 2.31) 10 - 

11 32 (4 , 2) 11 11 

12 32 (2.8 , 3) 12 1 

13 30.77 (2 , 3.46) 13 2 

14 - Infeasible 14 3 

15 28 (2 , 3) 15 4 

16 29.3 (1.07 , 4) 16 5 

17 29.04 (1 , 4.04) 17 6 

18 - Infeasible 18 7 

19 29 (1 , 4) 19 8 

20 - Infeasible 20 9 

21 34.25 (4.45 , 2) - 10 
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, 𝑥1 ,𝑥2رقم الميكلة الفرعية
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, 𝑥1 ,𝑥2رقم الميكلة الفرعية

  حركة حلوو المياكو الفرعية  ي حالة الاختلاف  ي عددها 16اليكو ه

 (1x)وتفريعها ااستخدام المتغير

x
2 
≤ 4 

1 

2 3 

4 5 

6 

𝑧 = 41.25 

𝑥1= 2.25 

𝑥23.75 =ف 

 

𝑧 =37 

𝑥1 = 1 

𝑥2 = 4 

 

x
1 
≤ 1 

𝑧 = 34 

𝑥1 = 2 

𝑥2 = 3 

 

𝑧 = 41 
𝑥1 =  1.8 
𝑥2 =  4 

 x
1 
≤ 2 x

1 
≤ 1 

𝑧 = 40.56 

𝑥1 = 1 

𝑥2 = 4.44 

 

𝐼𝑛𝑓𝑒𝑎𝑠𝑖𝑏𝑒 

 تفريعها عل  تفرعات الميكلة الرئيسية  ي حالة الاختلاف  ي عدد (17)اليكو 
 (2x)ااستخدام المتغير

𝑧 = 40 

𝑥1= 0 

𝑥2 = 5 

المشكلة 

 الجئيسة

على أساس الميريج ( حل   ول الةشلكب الفرع   ي  فم حللتم التس  لوي والاختلاف فم عددهل علد تفريعهةل 1 دول )ج

(1x )الميريج و(2x) 
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ساوي المقارنة بين قيم ال م للمشارم الفجعية  ي حاليي الي .7

 والاخيلا   ي عدد المشارم الفجعية:

اااااااااي الخاص اكو حالة هحالة التساااااااااوي  ي اعد حو النموه  الري      
عل   المياااكو الفرعية وحالة الاختلاف  ي عددها  اكلا الطريقتين هالتفريل

،   2xهوالتفريل عل   سااااااااا  المتغير الثاني   1xهسااااااااا  المتغير الأوو  
ههه المياااااااااكو الفرعية، اهدف الوقوف عل  مدى  سااااااانقوم امقارنة حلوو

ف الة التساوي  ي عددها و ي حالة الاختلاتطااقها مل اعاها الاعض  ي ح
اهداف ههه  ن الو ااااوو إل  واهدف الخرو  ااسااااتنتاجات تمكننا م . يااااااأ 

ن  ،  يمثااو الجزء الأيمن م1تم تجميل هااهه النتااائج  ي الجاادوو هالورقااة، 
رعية   ميكلة  20ر  يهـا نتائج الحو لـ هاوي، والتي تنهالجدوو حالة التس

،   2xهوعند استخدام المتغير   1xهند استخدام المتغير  ي كـاالا الحالتين هع
  8 ما الجزء الأيساار من الجدوو هحالة عدم التساااوي   ينهر حلوو لـااااااااا ه

ـوو    ي عملية التفريل  ينهر حل1xوعند استخدام المتغير ه مياكو  رعية،
 ل.     ي عملية التفري2xالمتغير ه استخدام  قط عند  مياكو  رعية 6لــ ه
  دراساااااة مقارنة واساااااتخدام الرساااااوم الايانية 1ند دراساااااة الجدوو هع     

  يمكن اسااتخلاص اعض النقاط B&Bوالتحليو السااااق لآلية عمو طريقة ه
جة حو ميااااكو الارم ياساااتخدامها  المهمة والتي يمكن الاساااتفادة منها عند 

 ، ويمكن تلخيص هل  كما  ي PIPPه الخطية هات الأعداد ال اااااااحيحة
 لية:الفقرة التا

 الدراسة استنتاجات .8

للقيااام اعمليااة  (2x1 , x)ي من المتغيرات القراريااة   اساااااااتخااداميمكن  (1
ائم التفريل، كلاهما يؤديان إل  هات الحو ال اااحيو، وإن الاختلاف الق

  لي المتغير هو الكسر الأكار  و الأ غر ، لي استخداماين المؤلفين ه
نطقاااة الحلوو   تعتماااد عل  تجزئاااة مB&B فكرة طريقاااة ه .مارر

الممكنة إل  ميااااااااكو  رعية وهل  عل  عدة مراحو، ومن تم حو كو 
ميااااكلة  رعية عل  حَدة، والفرق  ي اسااااتخدام  ي من المتغيرات  ي 

فريل عمليااة التفريل يكون  ي الااادايااة  قط،  مثلاأ إها اااد ت عمليااة الت
تم سااي ااسااتخدام المتغير الأوو،  في المرحلة الثانية هالمسااتوى الثاني 
يتم ساااسااتخدام المتغير الثاني  ي عملية التفريل، و ي المسااتوى الثالن 
لن، العودة واساااااتخدام المتغير الأوو ثم نعود للثاني  ي المساااااتوى الثا

نت ال كا ثاني،  ي  ن وهكها.. والعك   اااااااحيو إها  االمتغير ال ية  ادا
او يكا تتاو  ي الأـلة التفريل عملية تاديلية تتم اين المتغيرين كمعمس

  عند مختلف مساااااااتويات عملية 17،  15،  13،  11التخطيطية ه
 التفريل.        

يمكن  ن تتساااوى  و تختلف عدد المياااكو الفرعية المتولدة من عملية  (2
التفريل  ي كلا الحااالتين هعنااد اساااااااتخاادام المتغير الأوو  و المتغير 

ثان و   نلاحن اعن عدد المياااااااااك1ه ي ،  في الحالة الأوو االجدووال
  تساوت مل عدد x1الفرعية الناتجة من التفريل عل   سا  المتغير ه

حين  . x2المياااكو الفرعية المتولدة من التفريل عل   سااا  المتغيره
  مياااااكلة  رعية  ي كلا الطريقتين، 20كان عدد الميااااااكو الفرعية ه

لم يتساااااااااو   1و ي الحالة الثانية هحالة الاختلاف   ي هات الجدوو ه
كو الفرعية  ي الحالتين، حين كان عدد المياااااكو الفرعية عدد الميااااا

  ميااااكو  رعية، وعند 8هو ه  x1عند التفريل عل   ساااا  المتغير ه

   ي عملية التفريل كان عدد المياااااااكو x2اسااااااتخدام المتغير الثاني ه
   مياكو  رعية  قط.6الفرعية ه

أ كما هك (3 ر  ي يرجل سااااام الاختلاف  ي عدد المياااااكو الفرعية  حيانا
   و عدم وجود حو Integerالنقطة السااااقة إل  نهور حو  ااحيو ه

وهها يعني طاعاأ عدم  .  ااااااالاأ عند القيام اعملية التفريل  ي  وو مرة
 ي عملية التفريل  ي هها الجانم، ننراأ لأن عملية  الاسااتمرارإمكانية 

ند التفريل عملية تاديلية هيتادو المتغير المساااااتخدم  ي عملية التفريل ع
 ي حالة  الأيمنكو مسااتوى   ان المياااكو الفرعية المتولدة  ي اليااق 

يساار لأاسااتخدام المتغير الأوو سااينانر المياااكو الفرعية  ي الجانم ا
امعن  الميااااااااكو الفرعية المتولدة  ي  .عند اساااااااتخدام المتغير الثاني

يسر المستوى الأوو  ي الجانم الأيمن ستتنانر مل مياكو الجانم الأ
 ساااااتتنانر الميااااااكو المتولدة من كو   مساااااتوى الثاني، واعد هل  ي ال

منهما، امعن  عندما تتنانر ميكلتان  هها يعني  نها متساوية  ي الحو 
منها متساوية، ويمكن  واالتالي طاعاأ ستكون المياكو المتفرعة من كو  

  ، وينهر الجدوو11،  13نة هها من الياااااااكلين التخطيطيين هملاح
 ي عدد الميااااكو نجد الميااااكو    في حالة التسااااوي   هها  ياااااأ،1ه

تنانر   1xه ي حالة التفريل عل   سا   )1 ,2 ,3..,9الفـااااارعيـاااااة ه
   ي حـااالة التفـااريـاال عل   سـااا  12،  13،  14..، 20الميـاااكو ه
تنانر  )10 ,11 ,12..,20الميااااااااكو ه ، و ي المقااو 2xهالمتغير 

  10ه المياااكلة الفرعية ساااتثناءاا 11..,3 ,2 ,1)هالميااااكو الفرعية 
ل   ي الحالة الأخرى هعدم تساوي كما ساق الهكر، ويلاحن حدون ه

عاادد الميااااااااااكااو الفرعيااة  حياان يتاين نهور حااو  مثااو  اااااااحيو 
  واليااكو 15 ي اداية  وو تفريل كما ينهر  ي اليااكو ه  Integerه
  . 17ه

قة هيمكن  (4 فادة من النقطة الساااااااااا د    ي تخفيض عد2العمو للاسااااااات
ي امعن   ن .العمليات الحسااية اللازمة للو وو للحو الأمثو ال حيو

  ي حالة الاختلاف  ي عدد التفريعات  هها يعني  ن اساااااااتخدام متغير
ير  ن اسااااتخدام هها المتغو قو من التفريعات،  اأ دون غيره ساااايولد عدد

قو عدد من العمليات ع ي عملية التفريل تو ااااااال  للحو ال اااااااحيو ا
يام  عند الق ،يتاااااو هها  ي الحالة الثانية .قو جهد ووقت الحسااااااية ه 

  6  تم الو اااااااوو للحو اعد حو ه2xاعملية التفريل عل   سااااااااا  ه
ني عند اساااااااتخدام المتغير ه كو  رعية  قط،  ي حين   تم   1xميااااااااا

 .  مياكو  رعية8الو وو للحو الأمثو اعد حو عدد ه

 الخلا ة  .9

رق نها من  هم الطلأطريقة التفريل والتحديد تم إعداد ههه الدراسااااااااة عل  
كلة المساااتخدمة  ي إيجاد الحو الأمثو ال اااحيو، والتي  يها يتم تفريل الميااا

ن من خلاو حو ههه المياكو الفرعية يمك .الرئيسية إل  عدة مياكو  رعية
  للميااااكلة الرئيسااااية، وهو   اااااو حو Integerالو ااااوو للحو الأمثو ه

ههه المياااااااااكو الفرعية، كانت الفكرة من وراء    من اين حلووIntegerه
انطلاق هااها الاحاان هو وجود اختلاف اين الاحااان والمؤلفين  ي تحااديااد 

و يؤيد المتغير المستخدم  ي عملية التفريل، وعدم تقديمهم  ي تفسير  و تحلي
 ننريتهم  ي تحديد المتغير المستخدم  ي عملية التفريل.

 لية عمو ههه الطريقةمالغوص  ي تحليو المواوع و لأداياتواعد الرجوع 
ها وتتال ملB&Bه ية، ية ، وتحليو خطوات يان قة الا ها اساااااااتخدام الطري  عمل

أ وتتال حركة حلوو المياكو الفرعية المتولدة من الميكلة الرئيسية ايا ثم  .نيا
ين ان عملية التفريل تتم عل   سااااااااا  التناوم  تقديم تحليلات منطقية تاين 

يتم ا اد ت االمتغير الأوو  اني  ي المساااااااتوى الثاني مني ساااااااالمتغيرين،  اه
وى التفريل عل   سااااا  المتغير الثاني ثم الرجوع للمتغير الأوو  ي المساااات
لثاني، الهي يليي وهكها..، والعك   حيو إها اد ت عملية التفريل االمتغير ا

و ن عدد الميااااااااكو الفرعية المتولدة من عملية التفريل قد تتسااااااااوى   كما 
لحو اوهها يعتمد عل   .تختلف ااختلاف المتغير المستخدم  ي عملية التفريل

المتح ااااااااو عليي  ي  وو عملية تفريل هالمساااااااتوى الأوو ،  يختلف عدد 
و ح و لي  لها  ا اااحيحأ  الميااااكو إها كان حو المياااكلة الفرعية الأوو حلاأ 

النقطة  ههه عل   ااالاأ لأني لا يمكن القيام اعملية التفريل، وهنا يمكن العمو 
و إل  للو ااو الماهووالجهد  منها  ي اتقليو العمليات الحسااااية  و الاسااتفادة

 الحو الأمثو للميكلة الرئيسية.
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